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Definitions

Signaux élementaires

Impulsion de Kronecker

Saut unité

Polyndme causal de degré N > 1

Signaux rectangulaires

n>0
sinon

n=~0
sinon

{(n+1)(n+2 LN i s

0, sinon

I, np<n<n

m Transformée en z de h

0, sinon
=2 _hln

nez

Suite géometrique avec q # 1
n+1

1—q"
>
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Espaces vectoriels de signaux discrets
D(Z) C... ggl(z) C... §€2(Z) C.-. ngo(Z) C--. gp’(z)

m Définition des espaces de signaux discrets
w 0,(Z) ={f:Z—R©uC):|flle, <+oo}

(Soes [fIP) 7, p el o0)

avec | flle, =
sup,ez | fnl],  p=+oo.

= D(Z): espace des signaux discrets a support fini (ou compact)

= D'(Z) = RZ (ou CZ): espace non-restreint des signaux discrets

m Produit scalaire étendu (ou de dualité): Z fnlgl
nez
= Vf,gela(Z):  [(f,9)| <|flle; - llglle.  (Cauchy-Schwarz)

= Vfeli(Z)etVg e loo(Z) : [(fi)] < |fllex - llglle.  (HOIder)

» Vf e D'(Z)etVg € D(Z) avec support(g) C [-N ... N]

N
< ( > If[nH) <§2\g[m]l> = | fien..zlle - llgllen
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Convolution de signaux discrets

m Définition:  (f * g)[n] = f[k] - gln — k] = (f,gln —])
kEZ

m Conditions sous laquelle la convolution est bien définie

= f,9e€D(Z) = (fxg)€D(Z)

(f et g de longueur Ny et N, = (f * g) estde longueur (N + N, — 1)).

s hel(Z)etfelo(Z) = (hxf)€lo(Z) (stabilité BIBO)
w hi,ho € 04(Z) = (h1xhg) € £1(Z) (stabilité de composition)
= feD(Z)etge D(Z) = (fxg) €D (Z)

m Opérateur de convolution:  S;, = Z h[K]S® : f > hx f
keZ

= 55, BIBO stable < réponse impulsionnelle: h = S,{d} € ¢1(Z)
= Vf €loo(Z) s [ISndfHlew = 0 * Fllew < [lles - [ fllew
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Opeérateurs de convolution

Opérateur Notation Réponse impulsionnelle  Fonction de transfert
Générique T{} hln) = T{6}[n] H(z)=)_hln]z™"
nez
Identité I{} d[n] 1
Décalage (“Shift”) S:f— fl-—1] d[n —1] 271
Décalage itéré Skife fl—k  dn—K] z7k
Somme pondérée Sh=Y_ h[k]S* h[n] = Sp{0}[n] H(z)=)_hln]z™"
kEZ nez
Systéme d’ordre 1 (I—205)"} (20)"un] avec |zo| <1
1— 29271
e _ . 1
Systéme itéré (I—29)"N{} s n)(20) o e 20| < 1
Différence finie (I-9){} §[n] — 8[n — 1] 1—271
N /N
Différences finies dordren (I — S)V{} Z <k> (=1)*6[n — K] (1—z"1H)N
k=0
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Table de convolutions discretes

filn] fa[n] (f1 * f2)[n]

fln] 6[n — no] fln —no]

a™ u[n] uln] (afla” — ﬁ) u[n] sia#1

a™ un] b™ uln] (a%a” — ﬁb”) uln] sia#b

uln] uln] (n + 1)u[n] = s{ [n]

a™ un] a™ uln] a™sk [n]

811 [n] Sﬂz [n] sfl +Nz+1 [n]

N /b

s¥nla" b"™ uln] W -b"uln] — kgo u_cﬁ)m - sk [n]a™ sia #b
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Propriétés de la transformée en z

Opération Signal discret Transformée en z
Définition fln] F(2) =Y fln]e™"
ne’
Linéarité a - f[n] + g[n] a-F(z)+G(z), YaeC
Décalage fln — no] 27" F(2)
Retournement fl—n] F(1/2)
Sur-échantillonnage (1t M) f[n) F(zM)
M1 27k
Sous-échantillonnage (M 1) f[n] = > F(zl/MeJM)
k=0
Multiplication par a™ a™ - fn] F(z/a)
Multiplication par n n - fn] —zL F(z)
Convolution (f1* f2)[n] Fi(z) - Fy(2)
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Table de transformeées en z

fn] F(z) ROC = zone de convergence
d[n — ng) z~ ™o C\{0} si ng >0, ouCsing <0
u[n] — {zeC:lz| > 1}
s¥[n] W {ze€C:|z] > 1}
a™ u[n] — {z€C:|z| > |al}
—a"ul—n — 1] — {z € C:lz] < |al}
a™s¥ [n] m {z€C:|z] > |a|}
(-1)N gl [—n — N —1] m {zeC:|z| < |al}
PO ) P(=Y) {z€C: 2| > py}
série de Taylorde P(r) avecz = 2 lenz =0 pour z — P(x) analytique en {x € C : |z| < 1/p4}
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m Fonction de transfert rationnelle M

H (1 — 20mz" 1)

H(z)=2z""° B() =z " bo+brzt 4+ bare = 7 M0py 21
A(z) l4+a1z7t +asz72+---+anz N N
H(l — Zp 27 1)
n=1

= Forme canonique avec ng € Z, by, byr,an € C\{0} et telle que les polynémes
(ZMB(Z)> =bozM + b 2M1 4 ... 4 by et (ZNA(Z)) =N ta2VN 14 tan
de degrés M et N soient premiers entre eux.

u Zéros (z0,m)M_,: racinesde (2 B(z)) < B(z0,m) =0
= Poles (z,,)5_:racinesde (2VA(z)) &  A(zpy,) =0

= Systéme causal-stable < |z,,|/ <1, Vn=1,...,N

fll — H(z) |— g= 0=l

N

m Implémentation récursive:  g[n] = Z b fn—m —mng| — Z arg[n—K|
k=1

N M
Justification: G(z) (1 + Zakzk> — F(2) (Z bmz—m—”t))
k=1 m=0
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Transformeée de Fourier en temps discret
m Définition: Fa{f}(w Z fln]e "
nez
= Lien avec la transformée en z
Fa{fHw) = F(e*) Z flnlz™"| _. si ROCD{z=e*:weR}
nez
= Lien avec la transformée de Fourier en temps continue f(w) = F{f(t)}(w)
F(erT {Zf (nT)é tnT)}}( ) = %Zf?GU—#)
nez keZ
m Relation de symétrie
= Symétrie Hermitienne:  f[n] réel < F(e™%) = (F(e)¥))”
= Symétrieenng:  f[n] = flno—n] & F(e¥) =e MW (eTW), ng € Z
= Antisymétrie en ng:  f[n] = —flno —n] & F(¥) = —e MY (e7¥), ng € Z
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Signal discret DTFT (Fourier discret)

Définition fln] F(e) =Y~ flnjeivn
nez
Renversement (f[n])” = f[-n] F(e %) = F(elw)Y
Conjugué (fn])" (F(e™%))"
Décalage fln — ng] e~ Ivno | (ew)
Modulation elwon fn] F(el(@w=wo))
Mult. par monéne n* f[n) jk%F(ejw)
Convolution (h* f)[n] H(e*)F(e)
inlicati L[ i€ j(w—¢)
Multiplication flnlgln] Dy F(e5)G(e )d¢
™ —Tr
Somme > ez fn] = F()| _,=FQ1)
* 1 4 ) Jowy ) *
Parseval (b =S Tl]) = o= [ FE@)(@E) dw
Unser/ Sig et Sys Il nez "
Signal discret DTFT (Fourier discret)
% 6perio(w> - Z (5(00 + 27Tm)
meZ
elwom o € R (27)0perio(w — wo)
cos(won) Tperio(W + wo) + Tperio (W — wo)
sin(wgn) JT (Operio (W + wo) — perio(w — wp))
d[n—ng], no€Z g iwmno
1, n>0 1
R { 0, sinon —e © TOperio (w)
] 1, In|<N sin —(QN;U“’
Hovetn] = { 0. sinon BT
1
e“"u[n], Re(a) <0 T o
N_1)! 1 N
% eanu,[n], Re(a) <0 <1_e—a—Jbu)
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Transformeée de Fourier discrete (DFT)

m Transformation directe d’'un signal de période N

DFT{f}[m] = F[m] = z_: flnje 7™F"  avec meZ

n=0
m Transformation matricielle équivalente: F = Appp - f
= Vecteur signal: f = (fln)N-3 eCV

= Coefficients de Fourier: F = (F[m])N_l e CV

= Matrice de transformation Appr € CN*N avec [Appr)m, = e I F"
m Transformation inverse

N—-1
fln] = DFT Y{F}[n] = % > Flm]e™¥™ avec n € Z
m=0

f = AB%‘TF avec AB%‘T = %(A]*)FT)T
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Propriétés de la DFT
Opération Signal discret DFT
N-périodicité fln+ N] = f[n] Flm + N] = F[m]
Décalage fln — no) e I(FMIno . Flm)
Retournement f[—n] F[—m]
Modulation JmoF L fln] Flm — my]
Conjugaison fn]* F[—m]*
Dualité F[n] N - f[-m]
N—1
Convolution cyclique > flk] - g[ln — K] F[m] - G[m]
k=0
N-1
Multiplication fIn] - gn] > Flk|-Gm — k]
k=0
N-1 | N2
m Relation de Parseval: nz_o fln] - g[n]* = N mZ_OF[m] G[m]
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Processus stochastiques

Le processus X (+) (réel) est stationnaire au sens large (SSL) ssi:
= VteR: E{X(¢)} = ux = Constante

] \V/tl,tg ceR: ]E{X(tl)X(tg)} = pX(tQ — tl) = pX(tl — tg)
m Fonction d’autocorrélation statistique px : R — R
px(T) = E{X(0)X(1)} = E{X®)X(r+1t)},VteR

m Densité spectrale de puissance

1 R . A/2 .
Sx(w) = lim —E{|Xa(w)*?} avec Xa(w)= X(t)e @it
A—oco A —A/2

m Théoréme de Wiener-Khintchine

Sx (w) = / px (e tdt = Flpx }w)

1
= E{X®)|*} = %/RSX(w)dw (énergie moyenne du signal)
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Filtrage statistique

m Filtrage réel d’un processus stochastique SSL : Y (t) = (h * X)(¢)
= X(-)SSL=Y/(-) SSL
= py(t) = (h*xhY xpx)(t) avec hY(t)=h(—t)
= Sy (w) = [H(w)[*Sx (w)

m Bruit blanc: B(+) SSL a moyenne nulle avec Sp(w) = o

& E{B@t)} =0 et E{B({t)B(t)}=03d(t—1)

m Somme de processus aléatoires mutuellement indépendants
X(-) et Y(-) SSL a moyenne nulle avec E{X (t)Y (¢')} = 0,Vt,t' € R
= X (-) + Y(-) SSL a moyenne nulle avec DSP Sx vy (w) = Sx(w) + Sy (w)
_ Sx(w)
Sx(w)+ Sp(w)
= Modéle stochastique de mesure: Y (¢t) = X (t) + B(t)
= Estimateur: X (t) = (hy * Y)(t) tel que E{|X (t) — X (¢)|?} minimum

m Filtre de Wiener: Hyy (w)
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Processus stochastiques discrets

Le processus X [-] (réel) est stationnaire au sens large (SSL) ssi:
= VneZ: E{X|[n]} =pux = Constante

= Vm,neZ: E{X[m]X[n]} £ px[n—m] =px[m—n]

m Fonction d’autocorrélation statistique discrete px : Z — R
px[n] 2 E{X[0)X[n]} = E{X[m]X[n+m]},YmeZ

m Densité spectrale de puissance (27-périodique)

K

. 1 . . . . .
Jwy — 13 - jwy |2 Jwy —jwn
Sx(e) = lim —-E{|Xk(e™)[*} avec Xi(e') _Z_KX[n]e
m Théoréme de Wiener-Khintchine discret
Sx(e) =3 pxlnle " = Fafpx}(w)
nez
1 [7 :
= E{|X[n]|2}:2—/ Sx(e")dw (énergie moyenne du signal)
m — T
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Filtrage statistique en temps discret

m Filtrage réel d’un processus stochastique SSL : Y'[n] = (h * X)[n]
= X[]SSL=Y]]SSL
= py[n] = (h*xhY xpx)[n] avec hY[n]=h[-n]
= Sy(el) = [H(e!)[*Sx (e))

m Bruit blanc discret: B[-] SSL & moyenne nulle avec Sg (/) = o2

&  E{B[n]} =0 et E{B[n|B[n]} = 03dn —n’]

m Somme de processus aléatoires mutuellement indépendants
X|[-] et Y[:] SSL a moyenne nulle avec E{ X [m|Y[n]} = 0,Vm,n € Z
= X[]+Y]] SSL a moyenne nulle avec DSP Sx vy (e/) = Sx (e)*)+ Sy (e)¥)

. Sx (el
m Filtre de Wiener discret: Hyy (€)“) = 5 (eiw))<(+ S) (i)
X B

= Modéle stochastique de mesure: Y [n| = X[n] + B[n]
= Estimateur: X [n] = (hw * Y)[n] tel que E{|X[n] — X[n]|>} minimum
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